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基于等效滑移与潜在硬化机制的多晶
金属亚宏观弹塑性模型
梁乃 刚 刘洪秋 王 自强
,
中国科学院力学研究所 , 北京 以
摘要 将多晶材料中晶片之 间与晶粒界面上的滑移作为消耗塑性功的主要物理机
制 , 提 出一个由亚宏观滑移系作为耗能构元 的材料模型 , 并用功共辘方法得到 了亚
宏观滑移系的等效滑移剪切 率 重新 给 出 了滑 移系 自身运 动硬 化
、
潜在硬 化 及
效应的力学描述 , 导出了本构方程 在探讨材料性质参数对后继屈服 面
形状及尺寸变化影响的基础上 , 论述 了模型的基本性质 与以晶粒为基本构元 的多
晶体 自洽理论 比较 , 所得到的本构方程具有简洁的数学表达 , 而且 能精确有效地预
测多晶金属材料在复杂加载条件下的宏观弹塑性力学行为
关键词 滑移 潜在硬化 翻四面嗯份 效应 本构关系 复杂加载的弹塑性响应
近年来 , 随着显微观察
、 材料试验技术的发展与电子计算机容量
、
运算速度 的提高 , 塑性理
论发展的一个明显趋势是从材料细观变形机制出发研究其弹塑性本构关系 单晶体塑性理论
的开创性研究可以追溯到 与 年代 , 沮 与 完成 了近代 的数学 与力学描述
曾对这一领域的重要成果作过综述叹 还对几种以 晶粒 为基本构元 的多 晶体
自洽理论作了数值计算比较 , 其中的 模型
、
一 模型与 模型都得到 了 日益广泛 的
重视与应用 利用 自洽模型可以 由单晶力学性质直接导出材料的宏观弹塑性本构关系 , 不再
需要预先设定塑性势或热力学 内变量的演化方程 自洽模型的建立是塑性理论发展的一个里
程碑
随着研究的深人 , 人们发现现有细观塑性理论模型仍难尽人意 首先 , 对晶粒力学性质进
行精密测量困难重重 , 单晶硬化律仍然是唯象的 一个宏观研究对象包含为数众多 的微小 晶
粒 , 晶界与缺陷的存在又使得细观应力应变分布异常复杂 , 从细观量到宏观量的统计平均问题
仍有许多令人困惑之处 其次 , 用扫描电子显微镜与透射电子显微镜的观察结果表明 , 多晶金属
的真实细观结构比现有细观模型复杂得多 滑移变形不仅发生在晶粒内部 , 也发生在晶粒之间 在超
塑性变形中 , 晶粒之间的滑移变形甚至起主导作用 在晶粒内部 , 具有相同晶体学位 向的滑移
系并不均匀开动 , 滑移集中在相互间隔一定距离的滑移面上 , 应 当说是 晶片间的滑动 晶粒 的
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破碎与再结晶 , 亚晶界
、
晶界及其它缺陷的形成 与演化 , 相 变 与损伤等都不断改变着细观结
构 现有的材料细观模型并非真正的物理模型 此外 , 数值计算效率也有待进一步提高
另一方面 , 多晶结构金属构件的尺寸比晶粒大得多 , 其宏观力学行为只是细观结构响应的
平均效应 , 许多颇为复杂的细观现象对宏观性质的影响并不甚显著 等发现 , 面心立
方与体心立方单晶体构成的多晶金属的宏观力学行为有很多共性 , 甚至具有类似的应力应变
曲线 他们用平面三滑移系晶体模型成功地模拟了多种金属材料在复杂变形过程 中的宏观响
应 类似的简化可 以追溯到 年代末 , 与 间 提 出简单滑 移模型 时假设每
个晶粒只有一个滑移系 阎 发现这种模型能归并到经典塑性理论框架 中 , 从而提 出了
逐段线性加载面模型 问 甚至假定多晶金 属 中的滑移能沿材料单元 内所有剖面上发
生 门 也提出了一种八滑移系材料模型 , 数值计算相 当简洁有效 实际上 , 尽管位错运
动形成了晶体塑性变形 , 但晶塑性理论以位错的平均效应 —滑移
, 而 不 是 位错本身 , 作为
基本运动学变量反而抓住了问题的关键而避开了数学处理上许多不必要 的麻烦 看起来 , 选
择合理尺度上的物理量作为基本变量对材料模型的合理有效至 关重 要 对于 包 函成千上万
个晶粒的宏观材料单元 , 以预测宏观应力应变 为 目的 , 值得尝试使用尺度 比晶粒更大的基本
构元建立多晶金属材料的弹塑性模型
实验表明 , 多晶金属变形时 , 尽管细观滑移极不规则
、
剪应力最大 的宏观剖面并不是 晶体
学易滑移平面 , 但最早 出现的滑移线总是剪应力最大 的剖面 与试件表面 的交线 , 同一种材料
的临界分解剪应力又相 当一致 这意味在宏观平均意义上多晶材料内的任意剖面都可能作为
滑移面 , 沿滑移面的滑动是大量微小组分群体行为的平均 如果能够 找到 这 种 滑 移 面 上 的
等效滑移率与硬化率 , 就可将其作为基本构元构成材料模型 与 司 曾提 出这样 的
材料模型 , 并成功地预测了一些材料在复杂变形过程 中的弹塑性行为 但其 中的滑移系不能
独立开动 , 主要针对晶界约束较强的多晶材料
为此 , 本文将从论证 网 多滑移面假设的细观物理基础人手 , 用功共扼方法 找到 沿 晶
粒 内晶片间与晶界上各种取 向微小滑移面滑动的等效滑移率 , 建立 亚宏观材料模型 给 出滑
移系 自身运动硬化
、
潜在硬化与 效应的数学表述
, 通过模型结构的应力应变响应
导出本构方程 , 进而讨论材料性质参数对材料力学行为 的影 响 , 给出用该材料模型 预测 的一
些后继屈服 面 , 以便检验文 中采用 的假定是否合理 最后论述该模型的基本 性 质 限于 篇
幅 , 本文暂不涉及有限变形效应与具有滑移软化特性的材料
亚宏观本构模型的建立
众所周知 , 多晶材料 的塑性变形主要是由内部组织的相对滑移形成的 , 本文假定滑移是唯
一塑性变形机制 与单晶类似 , 多晶晶粒内的滑移并不均匀 , 滑动发生在微小 的晶片之 间而
晶片只产生弹性变形 晶粒间也发生滑动 , 当变形率与温度合适时甚至会成为塑性变形 的主
要形式 由于晶体学取向与环境约束条件的差异 , 各个微小滑移面的滑 动发生某个确定 的方
向上 这种取向各异
、
随机分布的晶体学或非晶体学微小滑移面上的滑移是消耗塑性功 的实
体
考查体积为 △ 的一个材料单元 依照应力均匀假定 , 设各微小滑移面上 的剪应力等于
相应的宏观分解剪应力 , 记滑移面法线方向落在 的 口立体角邻域 内而 滑移方 向落在 的
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甲平面角邻域内的微小滑移面面积与相对滑动速率分别 为 △ 与 。‘
的剪应力
二 ,
式中 为应力张量 , 而
, ⋯ , 则滑 移 面 上
尸一 李 ⑧。 。 ⑧
、
在 司 的多滑移面理论中也使用 了 式 , 这是采用应力均匀假定的必然结果
滑移面滑动所消耗的功率
△由 艺 ‘ 艺 ‘ △ ‘
因而 , 单位体积材料内各种取向微小滑移面上消耗的总功率为
这些
一缸上上 △、 口 岁 」一〔上上夕尸 口 尹 卜 ,
式 中积分号 内一些变量冠以 “ 一 ”号 , 如 认户等 , 表示它们是积分变量 的函数 , 不冠 以 “ 一 ” 号
的变量不是积分变量 , 下同 上式中
△
, 二 厄下 乙 ”‘ △ 一 乙 寸
’
丽
式揭示了 夕的物理意义 设想以 △ 为横断面割出一个高为 的棱柱 , 若 件是两端面的
相对滑动速率 , 则为该棱柱 内的剪切率 △ ‘是棱柱的体积 , 与 △ 之 比则为该棱柱所 占
的体积百分 比 式表明 少是 同一方位上所有微小滑移面滑动引起剪切变形率 的体积平
均 , 即微小滑移面个数与面积增减
、
滑移率改变的总效应 它 与法线为 的平面上 沿 方 向
的剪应力功共辘 若设想材料 内法 向为 的剖面上沿方向 的滑移形成一个滑移 系 , 其等效
剪切率为 夕 对于尺寸远大于晶粒的初始各向同性材料单元 , 显然可 以假设空 间所有方位
均匀分布着这样的滑移系 , 它们的开动形成了材料的塑性变形 与晶体学意义下 晶粒 内的滑
移系相 比 , 这种滑移系 比细观尺度大
、 是宏观的 由此建立 的材料模型具有传统唯象模 型 所
没有的内部耗能构元 , 因而可称谓亚宏观模型
滑动消耗的塑性功率 山 又等于宏观塑性应变率与宏观应力的数量积 ,
,
再由 式得
, 一
少 口 甲
虽然上式 曾被 司使用过 , 在单晶体塑性理论 中也导出了与它对应的求和形式 , 但都是
在应变均匀假设的条件下得到的 本文根据功共扼条件得到了 式 , 因而 , 是与宏观应力
功共扼的宏观表征量 , 并不要求细观应变均匀 本文推导 式的过程 阐 明 了应 变均匀假定
的统计意义
本构方程
只有 当滑移系的分解剪应力达到某个临界值时 , 它才能开动 记正反 两个方 向的临界分
解剪应力为 几 。 大量实验结果表 明 , 塑性变形发生 以后 , 无论滑移系开动与否 , 其临界分解
剪应力都会有所改变 这就是潜在硬化现象 潜在硬化的微观物理机制异 常复杂 , 两两滑移
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系之间的潜在硬化会因其相对位 向的差异而不同 以往把潜在硬化作为两两滑移系之间的强化
作用 由于滑移系开动的组合状态较多 , 实验研究 与理论研究 的难度很大 然而 , 将多 晶金
属作为均匀连续介质对待时 , 不管滑移系开动组态如何 , 其结果都可 以用宏观 塑性应变率 尸
表征 因而 , 可以把潜在硬化作为塑性应变率对各滑移 系 的强化作用处理 , 不必深究塑性应
变率是 由哪些滑移系开动形成的 , 也不必分别处理 滑移系成对的众多组态 , 滑移系 的潜在硬
化率将取决于它们各 自对塑性应变率的相对取 向及塑性应变率的大小
试验结果表 明凹 , 若选用 比例极限作为屈服点 , 多晶金属的后继屈服 面具有 个 明显 的共
同特征 存在显著的 效应 加载时 , 整个屈服 面 随载荷移 动并伴有 形 状 改 变
无横向伸缩效应 屈服面沿垂直于加载方 向的尺寸基本保持不变 存在尖点效应 屈服
面上加载点附近曲率增大而反 向相对部位的曲率减小
在并矢量空间中 , 滑移系取向张量 尸回 与塑性应变率张量 尹都是矢量 上述实验现象说
明潜在硬化的大小强烈依赖于它们的夹角 , 一个合理的假定是
云, 气
其中 是潜在硬化模数 , 影响后继屈服面上加载点处的曲率变化 较大 的值能使屈服 面上加
载点附近变得较为平坦 当 时 , 加载点会逐步成为尖点冈 一般地说 , 随塑性 变形 的发
展而变化 应 当说明 , 本文中的潜在硬化是指宏观塑性应变率对各滑移 系临界分解剪应力 的
影响 , 是一种背应力藕合强化效应 ’
对于开动的滑移系 , 其分解剪应力率应 当等于滑移硬化率与潜在硬化率之和 , 即
七二 几二 九 气二 少 ,
式中 是滑移硬化模量
设滑移系可 以在正反两个方向开动 , 其开动状态将有四种情况 滑移系沿正 向或反 向开
动算两种 滑移系不开动也分两种 , 潜在硬化方 向与滑移 系正方 向或反方 向相 同 当滑移 系
遵循经典塑性理论中的随动强化律时 , 其正反 两个方 向的临界 分 解 剪 应 力 几 之 差 将 保 持
不变 实验表明 , 这个差值会随滑移系的开动过程 如累计滑移量 的增 加 而 变化 , 这里 引用
另一个材料性质参数 口二 一 一 、。 , 其中 。是初始临界分解 剪应力 经 典 随动 强化
对应于 声 当 口变化时 , 几。 之差将相应改变 由于 吞值用于表示 几 伴随变化的情况而且
决定了宏观 效应的强弱 , 可称谓伴随 效应系数 这样 , 滑移系 的开动
状态与硬化律将是
而且 七 士, ,
而且 七 气,
则 夕 , 认 七 柳
则 少 , 七 二 七二 卿
若 气 , 则 认 二
若 士 , 则 七一
,
刀 , 而且 士 。 七 一 刀几 。
。气而且 全 七一 刀 。
·
而且 七 二 一 吞几
气 而且 仁二 二 七一 刀几。
一
南一尸‘气
从后面的例子 中将能看到 , 上式描述的滑移系开动状态能保证理论预测 的后继 屈服面具有上
述 个特征
与经典塑性理论中随动强化模型对照 , 式成立表明塑性应变率将诱发出与之取向相同的
背应力率 瑞 并 由它决定各个滑移系的潜在硬化率
, 即
瑞 一
, 而且 气一瑞
,
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在小变形条件下 ,
云
如果认为塑性变形不影响材料的弹性性质 , 则有
一 一 ,
式中 是应变率张量 , “是弹性柔度张量 记 二 的 , 其中 的 表示 四阶单位张量 ,
它与二阶对称张量的缩并积仍为该二阶对称张量 将 , 式随同 式代入 式能得
到
丁, 二 , 〔粤沁凡则司 。一丁。
·
止 阳 , 十 , 沁 , 。
· 〕 科
,
,
一
从而不难写出率型刚度 柔度 张量 , 其中只含有滑移硬化模量 视未开动滑移系的滑移硬化
模量为无穷大 与潜在硬化模量 两个材料性质参数 , 材料 的宏观力学行为完全 由它们 的初
值及演化规律所决定 伴随 效应系数 ‘口’并没有在这里出现 , 原因是 ‘声’描写的是
滑移系从当前开动状态反回到相反方向开动时的分解剪应力的变化范围 , 只有 当应力 改变方
向后才能显示 出它的影响
虽然 式形式上是率型本构方程的显式表示式 , 但滑移系的开动状态 与材料性质参数
的当前值要 由变形历史及 当前应力率决定 实际计算 中应将加载过程分成适 当的增量步进
行 下述算法 , 同样可以算得材料的应力应变响应 , 不必通过 式
将 与 式代人 式 , 可以得到
, 户
声 一甲万一 一 不丁
尹
少 口 甲 ,
上式是关于 少的第三类 代月 积分方程 , 而且具有对称的积分核 如果潜在强
化系数 , 解存在且唯一 把滑移系法线取向范围半个立体角 划分为相等的 份
, 滑移
方向取值范围半个平面角 划分为相等的 份 , 就得到了具有 个离散滑移系的模型供
数值计算使用 此时 , , 与 式中的积分变成求和 , 例如 式成为
,
一 箭 , ‘一 儡 杰艺 ,
。 ,
,
“ ’
,
“ ’
”
对所有开动的滑移系 ,
这是一组具有对称正定系数矩阵的线性方程组 , 其中 , 个滑移系的滑移率可 以通过迭代
方法求出 迭代从滑移率的一组猜想值 , 例如滑移率为零 , 开始 将 少代人 式 即能得到 塑
性应变率 , 而弹性应变率可 由 定律算出
材料性质参数对后继屈服面的影响
将本文提出的本构模型用于具体材料的模拟计算时 , 尽管也需要确定材料滑移硬化模量
与潜在硬化模量 的演化方程 , 非比例加载条件下还需要确定伴随 效应系数的演
化方程 , 但描述对象只是单 自由度的滑移系 它们的演化规律可以用材料 常数与变形历史参
数表达出来 , 而材料常数可通过传统材料试验 曲线标定 限于篇幅 , 这里暂不 涉 及具体材
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。 。 ,
及 与 。 。 ,
图 当 与 取不同常数值时的单轴拉伸曲线
模 拟 拉 伸 应 力 应 变 曲 线 二 , —
,
— 人二 石
,
— 为 ￡
,
—为
,
— 双 — 印 玖 助 模拟拉伸应力应变 曲线 二 的
,
— 叽 —刀
,
—
,
—
,
— , —
” 「 ‘
户乙
牡 飞
护
冰尽之
「
‘
洲夕
加 钓 印 即
,
竺
译
刁殉
伪
图 模型预测结果与文献【 一 实验与理论结果的对比
不同方向滑移线累计数 , —实狡点
,
—本文预测
,
—文献 预测
,
—文献 预测 伪 器刁铝合金拉伸应力应变曲线 , 为实脸点 , 一为模拟曲线
料 , 使用最典型的简单材料性质参数研究模型的基本特性
图 为 与 取不同常数值时的单轴拉伸曲线 伴随 效应系数对单调 比例
加载时的宏观性质没有影响
若材料的潜在硬化模量 ” , 而伴随 效应系数 刀 , 本文导 出的本构方程将与
简单滑移模型冈 的相同 由于简单滑移模型不考虑潜在硬化的影 响 , 难 以对多 晶材料晶粒 中
滑移线取向分布作出精确预测 图 将本模型的预测结果 与文献 「 一 报道 的实验及
理论结果作了对比 , 其中 是晶粒中滑移线与试件横断面的夹角 , 是慢滑移方向落在 一
『之间的晶粒个数占全部具有滑移线的晶粒总数的百分 比 图 仍 给出了所选用材料常数
对应的预测应力应变曲线 本模型的预测与实验结果 良好吻合的原因如下 对于单向拉伸应
力 。 ,
。
方向滑移系的分解剪应力系数最大 , 等于 喜 当它达到 开动临界条件时
, 拉应力也
, 一 ”‘ , ‘ ’ ”‘ 甘 “ ”“ ‘
’“ ”‘ 一‘ ’ ‘
’
一一 ‘ 一
’ ‘ 一 ’ 一 一
’
一 一
’
一
’
一
’
一 ”
’
一
’
一
于祖签乍协吃
亡石沛
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达到临界值 现考察拉应力增大到 几 时的滑移系开动情况 显然 , 如果没有潜在硬化 ,
凡是分解剪应力系数大于 粤
, 即取 向在
。 一 。 范围内的滑移系都将开动 实际上 , 当邻近
斗
很贾已
。︺丫二通“,色冲
。
方向的滑移系开动以后 , 尚未开动滑移系的临界分解剪应力受潜在硬化作用而增大 , 因而
开动滑移系的取向范围要缩小 对于 一 铝合金 , 潜在硬化作用将这个范围限制在 一
’
之间
按照本文提出的潜在硬化律 见图 与图 伪 , 潜在硬化效应的特征主要有两个 一是
影响后继屈服面加载点处的曲率 , 无潜在硬化 时会出现尖点而潜在硬化很强 时 , 加载点处的
曲率几乎能保持不变 二是能减少后继屈服面的横向收缩
几 , 、 ,
图 潜在硬化律 ’, 斑 效应
潜在硬化的尖点效 应 与横向 ‘缩效
、认, 效应 位 巧
叼、。
加载路径
喻 一
, 一 , 一 ,
久 飞
」 一 一 一一 一一一
图 后继屈服面的演化
伴随 效应系数 刀的作用见
图 山
图 为屈服面演化的模拟结果 , 加载过
程是纯剪后再施加拉应力 作者也对其它
几种典型复杂加载条件下后继屈服 面演化
作了模拟 , 理论预测都 与文献 提供的实
验结果基本吻合 少许差别是本模型 中尚
未考虑粘性效应 , 实验条件下的粘性效应对
实验结果是有影响的
模型的基本性质
本构方程 表明 , 当知道材料滑移硬化模量
、
潜在硬化模量 与伴随
系数 刀时 , 本材料模型能直接预测材料的宏观应力应变响应 , 不再需要 预先设定塑性势或热
力学内变量的演化方程 对于初始各向同性材料 , 各种取 向的滑移系性质相 同而且正反 向对
称 由于滑移系各有一个运动 自由度 , 而且材料宏观性质是各个滑移系的综合效应 , 便于 发
挥数值计算的效率
对于平面应力状态 , 如果不计静水压力的差别
、
忽略弹性变形 , 可 以证明经典塑性形变
理论 中的单一曲线假设严格成立 事实上 , 这 时的应力是方 向不 同的纯剪切 , 由于本模型
构造 的几何对称性 , 各种取 向滑移系 的性质又无差异 , 因而如果让坐标轴随着 载荷方 向变
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化 , 不仅等效应力应变曲线相 同 , 连应力应变分量都不会有差别 对于一般的 比例加载 , 可 以
验证这一假设是一个误差很小 的良好近似
从理论上讲 , 宜将屈服 限定义为塑性变形的开始 , 即最早开动滑移系上的分解剪应力
达到其临界值 本模型 中任一滑移系的上下两个屈服限是
二 ‘ 士 二
·
在并矢量空间中 , 可被看成是常矢量 , 上式是应力矢量在该常矢量方 向上的投影 这个
应力分量的线性表达式表示两个临界超平面网 , 给出了应力空 间中不能使滑移系开动的应力范
围 各个滑移系都有 自己的临界超平面 它们的内包络曲面就是屈服 面 在应力空 间中 , 屈
服 面显然是 凸 曲面 在初始状态 , 各滑移 系 的临界 分解 剪应力都相 同 , 初始屈服 条件 遵 循
准则 任意时刻的后继屈服面都由当时的 、二 所决定 对于法向与滑移方 向都处在同一平
面内的平面模型 , 图 对比了几 。 随滑移系取向角 的空 间分布与屈服面形状的关系 在这种意义
口
一 厂介 ,
一 义 二
灿认与
一 声‘
一 戈
喻卜一
一 拼蕊
一 二二 弓
印 功
口,
图 临界分解剪应力分布与后继屈服的对应关系
拉伸以后 , 剪切 以 后 , 的拉伸 一 剪切以后
于。林‘卞为气沙︺。
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上 , 、 可以作为材料的内变量 , 式描述 了内变量的演化规律
由于本模型 中滑移系上下临界分解剪应力的变化受伴随 效应系数的约束
见 式 , 文献【 」对 二 理论进一步改进的设想得以实现 当滑移系承载能力有最大
限额时 , 本模型将有一个极限加载面 , 限定后继屈服面的最大活动范围 在这种情况下 , 文献
习中的多屈服面理论是本模型的一个特例
只要滑移系保持正的滑移硬化模量 , 即 , 材料必然是稳定 的 , 后继屈服 面是 塑性
势函数表现 因而能否合理预测屈服面的演化能够反映材料模型对各种加载条件下材料力学
响应的模拟能力 本模型利用滑移系 自身运动硬化模量
、
潜在硬化模量与伴 随 系
数能够控制后继屈服面演化过程 中的尖点效应 , 横 向伸缩效应 与 效应 , 说 明了它
具备模拟各种加载条件下材料力学响应的能力 例如 , 图 山 表 明 当 随 增大而相 应减小
时 , 本模型预测的后继屈服面在加载点处的形状差别 如果 , 后继屈服 面很尖 , 与简单
滑移模型冈 预测的相同 如果 值很大 , 后继屈服面与初始屈服面的形状几乎相 同 , 类似于
经典随动强化理论的预测 虽然这五种参数组合对应 的单轴拉伸曲线相 同 见 图 , 但后
继屈服面的差别意味着 当载荷方 向改变时将有不同的应变响应 图 与图 为在拉伸状
态下扭转时的塑性拉应变与剪应变 这表明必须根据复杂变形时应力应变响应决定各个硬化
参数
,
、, 、 , 。
。﹄护、矛
线 一 分别对应
,
, , ,
叹 一 , 仓 一
当 ’, 、 , ,
一
一‘
, , , 几
几 几 , 。
以
二详飞户
加载路径
厅 , , 场 二 , 一 ,
加 载路径
‘ , 、 , 二 , , 石
一 刁 只 一
一 一 刁 又 一
,
图 后继屈服面 与载荷转向后的塑性拉应变及塑性剪应变
不同硬化模量组合模拟的同一拉伸曲线 , 载荷转向时刻的后继曲服面 ,
载荷转向后的塑性拉应变 , 载荷转向后的塑性剪应变
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结束语
由于篇幅关系 , 本文仅讨论了模型的建立
、
本构方程的推导与模 型 的基本性质 , 未涉及具
体的材料 如何描述常用结构金属材料的性质参数的演化
、
标定其中的材料常数 , 模拟各种
复杂变形条件下材料响应能力的实验验证等见文献【 , 如何计及有 限变形效应 , 如何考虑塑
性变形诱发的损伤 , 如何考虑应变软化特性等问题将另文讨论
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